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Решению задач на построение, а 
особенно задач на нахождение геоме
трических мест точек (ГМТ) в учебном 
плане геометрии отводится неоправ
данно малое количество учебных ча
сов. Задачи на нахождение ГМТ чаще 
всего рассматриваются лишь в рамках 
факультативов. Между тем такие за
дачи включают в себя огромные по
тенциальные возможности для интел
лектуального развития, формирования 
геометрических представлений школь
ников, поскольку требуют от учащегося 
независимости мышления, здравого 
смысла, оригинальности, изобрета
тельности, творческого подхода к по
иску решения [1-4].

В 8-м классе болгарской средней 
школы изучается тема «Геометриче
ское место точек на плоскости» [5]. 
В ней прим еняется одно трудноус- 
ваиваемое понятие, которое связано с 
творческой смысловой деятельностью 
и с важными математическими зако
номерностями [6].

Решение задач на нахождение ГМТ 
состоит в доказательстве равенства 
(совпадения) двух фигур плоскости. 
Обычно одна из этих фигур (множе
ство точек плоскости) -  знакомая гео
метрическая фигура, а другая задана 
некоторым свойством. Для нахожде
ния геометрических мест точек обыч
но рассматриваются два типа задач. 
В одном случае оба множества даны, и 
нужно доказать только, что они равны. 
В другом случае геометрическая фигу
ра, представляющая ГМТ, неизвестна, 
и нужно сначала найти ее и далее до
казать ее совпадение с множеством, 
зад ан н ы м  каки м -л и б о  сво й ство м . 
Второй тип задач -  исследовательский 
(творческий), и с таким и задачами 
могут справиться только думающие, 
креативные ученики.

Остановимся на задачах второго ти
па. Эти задачи дают возможность рас
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крытия перед учащимися существен
ных внутренних предметных связей.

Модель решения задач для нахож
дения ГМТ известна:
-  построение достаточного числа то

чек, имеющих требуемое свойство, 
или реш ение задачи в частном  
случае;

-  ф орм улировка и доказательство 
гипотезы о виде множества точек, 
которое нужно найти;

-  доказательство того, что произволь
ная точка этого множества имеет 
нужное свойство.
Первый пункт решения таких задач 

вы зы вает объективные трудности у 
значительного числа школьников: не 
всегда ученику удается представить 
(изобразить в тетради) требуемое. Эта 
часть решения значительно упрощает
ся при использовании интерактивной 
динамической среды.

И н те р ак ти вн ая  гео м етр и ческ ая  
среда (ИГС) -  программное обеспече
ние, специально разработанное для 
образовательных целей и позволяю
щее выполнять на ком пью тере гео
метрические построения, состоящие 
из геометрических объектов, а также 
задавать соотношения между этими 
объектами . Примерами разработан - 
ных современных ИГС могут служить 
уже зарекомендовавшие себя в орга
низации учебного процесса: «Живая 
математика», «М атематический кон
структор» (1С Репетитор), «GeoGebra», 
«GEONExT».

Так, в среде «GeoGebra» достаточно 
построить только одну точку искомо
го множества, после чего, используя 
инструмент «Оставлять след» постро
енной (найденной) точки, получаем 
искомое ГМТ.

Интерактивная динамическая сре
да «GeoGebra» применяется для гео
метрических построений, нахождения 
(определения) вида ГМТ, а также что

бы найти (уловить) исходную идею для 
доказательства этого вида ГМТ.

Д инам ические чертежи являются 
незаменимым помощником при со
ставлении и доказательстве гипотезы 
об искомом ГМТ. На каждом этапе 
учебной деятельности: 1) при знаком
стве (до знакомства со способами по
строения; для выявления сущностных 
характеристик; в качестве наглядной 
иллю страции), 2) во время анализа 
условий задачи (выявление законо
мерностей; нахож дение граничны х 
условий; проверка гипотез), 3) во вре
мя решения задачи (нахождение гео
метрического места точек; вычисление 
значений длин, углов, площ адей) -  
можно и, мы считаем, нужно приме
нять ИГС. Дидактические возможности 
ИКТ: моделирование, простота и ско
рость сравнительно с традиционными 
средствам и, возмож ность создания 
демонстраций, сопровождение учаще
гося, построение графиков и выпол
нение математических расчетов. Эти 
возможности существенно облегчают 
усвоение материала школьником на 
каждом этапе учебной деятельности, 
позволяя превратить процесс решения 
математической задачи в творческий 
поиск и существенно развивая навыки 
самостоятельной работы [7].

Осторожное наблюдение и анализ 
сохранявшихся величин углов, сегмен
тов, точек, через которые постоянно 
проходят некоторые прямые, помогает 
придумать и составить исходную идею 
доказательства. Использование интер
активных геометрических сред является 
для школьников более привлекатель
ным занятием по сравнению с исполь
зованием традиционных инструментов. 
ИГС позволяют не просто строить чер
тежи, но создавать наглядные модели 
геометрических объектов, способные 
видоизменяться согласно заложенным 
при их построении ограничениям.
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У сво ен и е  и н стр ум ен тар и я  п р о 
граммной среды «GeoGebra» дает воз
можность быстро и точно построить 
эстетические и динамические чертежи, 
а такж е возм ож ность наблюдать за 
динамикой, маркируя отдельные эле
менты чертежа различными линиями 
и цветами.

Приведем систему задач (задачи 
можно найти в книгах [8 -10]), кото
рые могут быть более эффективно ре
шены с применением возможностей 
ИГС, чем традиционными методами. 
(Предполагаем, что у ученика сформи
рованы умения и навыки построения 
ГМТ на компьютере в программной 
среде «GeoGebra». Используются зна
ния о геометрическом месте точек, из 
которых данный сегм ент виден под 
заданным углом, и понятие равенства 
фигур на плоскости, использую щ ее 
геометрические преобразования пло
скости.)

Задача 1. Даны отрезок a и угол у. 
Построить ГМТ, из которых отрезок ви
ден под углом у, в программной среде 
«GeoGebra».

Решение. П оследовательно при

меняя инструменты «Ползунок» 
для установления длины отрезка и 
величины угла; «Отрезок с фиксиро

ванной длиной»
У

величины»
*□

прямая» .

куляр» □

тов» Г Ч ; «Окружность по центру и

точке»

«Угол заданной 

^ i ; «Перпендикулярная 

; «Серединный перпенди-

; «Пересечение двух объек-

Рис. 1

Посредством «Ползунка» возможно 
изменять величины отрезка или угла и 
следить за изменением геометриче
ского места точек.

Основная ф игура, которая будет 
принимать участие во всех следующих 
задачах, содержит отрезок AB, угол у и 
точку C, описывающую дугу k, из кото
рой отрезок виден под углом у.

Введем обозначения: M -  точка, 
описываю щ ая искомое геом етриче
ское место; X  -  произвольная точка, 
принадлежащ ая ГМТ; P -  середина 
дуги k, которая не содержит точку C; 
S -  середина отрезка AB.

Задача 2. Дан отрезок AB и точка C, 
описывающая дугу k, с которой AB ви
ден под углом у. Найти ГМТ, состоящее 
из точек пересечения биссектрисы угла 
Z ACB  и прямой, проходящ ей через 
точки -  середины отрезка BC и дуги BC, 
когда точка C описывает дугу k.

Решение: При помощи инструмен-

0 .; «Дуга по трем точкам» тов: «Биссектриса» •* ; «Середин-

J, строят искомые дуги окружностей 
k и k', без точек A и B (ГМТ) (рис. 1). ный перпендикуляр» и «Пере-
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сечение двух объектов» __Ы строим
точку пересечения M биссектрисы угла 
Z A C B  и прямой, проходящ ей через 
точки -  середины отрезка BC и дуги 
BC, когда точка C описы вает дугу к. 
Ставим в точку M «Оставлять след» 
и продвинем точку C по дуге k (рис. 2). 
Устанавливаем, что Z B M P  = у, а его 
стороны проходят через точки B и P.

ц Перспективи Настройки Инстр;

внеш ний угол в р а в н о б ед р е н н о м  
ABCM.

Строим дугу к1 -  ГМТ, с которого 
отрезок BP виден под углом у (как в 
задаче 1) (рис. 3).

Рис. 2

Гипотеза: ГМТ, состоящим из точек 
пересечения биссектрисы угла Z A C B  
и прямой, проходящей через точки -  
середины отрезка BC и дуги BC, когда 
точка C описы вает дугу к, является 
дуга окружности, с которой отрезок BP 
(P -  середина дуги AB, не содержащей 
точку C) виден под углом у.

Д оказательство. Пусть M -  точка 
пересечения биссектрисы угла Z A C B  
и прямой, проходящей через точки -  
середины отрезка BC и дуги BC, когда 
точка C описывает дугу к (см. рис. 2). 
Докажем, что ZB M P  = у.

Рассм отрим  Д BCM  (BM  = CM ), в

котором ZB C M  = — . Z B M P  
2

у , как

Рис. 3

Выбираем точку X  е к . Докажем, 
что X  -  точка пересечения биссектрисы 
ZA CB  M B C  и прямой, проходящей че
рез точки -  середины отрезка BC и ду
ги BC, когда точка C описывает дугу к.

Обозначим через C  точку пересече
ния прямой PX с к. Строим Д ABC. Та - 
ким образом, X  -  точка на биссектрисе 
угла ZA CB  (AP = BP).

Докажем, что X  находится и на пря
мой, проходящей через точки -  сере
дины отрезка BC и дуги BC, когда точка 
C описывает дугу к.

Рассмотрим ДBXC с Z B C X  = — и с
2

внеш ним  Z BXP = у (X е к 1). Тогда

Z C B X  = — , т.е. ДBCX -  равнобедрен- 
2

ный, и точка X  принадлежит прямой, 
проходящей через точки -  середины
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отрезка BC и дуги BC, когда точка C 
описывает дугу к.

Таким образом доказали, что если 
X  е к1, то она является точкой пересе
чения биссектрисы угла ZA CB  прямой, 
проходящей через точки -  середины 
отрезка BC и сегмента BC, когда точка C 
описывает дугу к в AABC, и наоборот.

Задача 3. Дан сегмент AB  и точка 
C, описывающая дугу к, с которой AB 
виден под углом у. Найти ГМТ пере
сечения биссектрис AABC, когда точка 
C описывает дугу к.

Решение: Последовательно приме

няя инструменты: «Биссектриса»

и «Пересечение двух объектов» L  
строим биссектрисы углов Z A  и Z B  в 
AABC и их точку пересечения M (рис. 4). 
Ставим в точку M «Оставлять след», а

мощи инструмента «Угол» А . Уста
навливаем, что измерение угла ZAM B

не меняется, когда точка C описывает 
дугу к. Из нескольких конкретных зна
чений у устанавливаем, что между угла
ми у и ZA M B  существует зависимость:

у
ZA M B =  90° + —, стороны угла прохо- 

2

дят через постоянные точки A и B.
Гипотеза: ГМТ пересечения биссек

трис AABC, когда точка C описывает 
дугу к, является дуга окружности, из 
точек которой AB  виден под углом
90° + -  (рис. 5).

2

в С -  «Перемещать» I1— -), и когда точ
ка C описывает дугу к, M описывает 
искомое ГМТ. Измеряем ZA M B  при по-

Рис. 4

Рис. 5

Доказательство. Пусть M -  точка 
пересечения биссектрис в AABC  (см. 
рис. 4). Из условия задачи для точки M 
в AABC следует, что

ZA M B  =  180° -  (ZM AB + ZM BA) =

=  1 8 0 ° - -^ + ^  = 90° + —.
2 2

Таким образом, доказали, что когда 
точка C описывает дугу к, точка M опи
сывает дугу окружности к1, с которой

Yотрезок AB виден под углом 90° + — .
2



1 1 4 С.И. Гроздев, В. Лалева, А.А. Русаков, В.Н. Русакова

Теперь построим ГМТ, из которых

у
отрезок AB виден под углом 90° + —.

2

CP -  биссектриса, значит точка P -  се-

у
редина дуги AB и Z B A P  = — . Строим

2

луч AQ ±  AP. Тогда ZB A Q  = Z B A P  +

у+ ZPAQ  = — + 90°. Точка P -  точка пере- 
2

сечения перпендикуляра к AQ, выходя
щего из точки A, и перпендикуляра, 
опущенного из середины хорды AB. Ис
комым ГМТ, из которых отрезок AB ви-

у
ден под углом 90° + —, является дуга к 

2

окружности с центром P и радиусом AP.
Пусть теперь X  -  произвольная точ

ка на к . Докажем, что она является 
точкой пересечения биссектрис AABC.

Строим точку пересечения C пря
мой PX с дугой к и AABC (см. рис. 5). 
В AABC луч CX является биссектрисой 
угла ZA CB  (дуги AP и BP -  равны). До
кажем, что луч AX  является биссектри
сой угла ZBA C. Введем обозначения: 
Z C A X  = ш, ZX A B  = ф. В равнобедрен
н о м  A A P X  (A P  = PX) с у гл а м и  

у
ZA X P  = ш + — (внешний угол AAXC) и 

2
у

Z P A X  = — + ф имеем: ш = ф, т.е. Z C A X  = 
2

= ZX A B . Тогда луч AX  является биссек
трисой угла ZBAC.

Доказали, что если точка M принад
лежит ГМТ, из которых отрезок AB ви-

у
ден под углом 90° + —, то она является

2

точкой пересечения биссектрис AABC, 
и наоборот.

Задача 4. Дан отрезок AB  и точка 
C, описывающая дугу к, из которой AB

виден под углом у. Найти ГМТ пересе
чения внутренней биссектрисы угла Z C  
и внешней биссектрисы угла Z B  AABC, 
когда точка C  описывает дугу к.

Решение. Строим точку пересече
ния M' внутренней и внешней биссек
трисы соответственно углов Z C  и Z B  
AABC. Ставим в точку M' «Оставлять 
след» и сдвигаем точку C по дуге к.

Полученный «след» (рис. 6), похож 
на «след» из задачи 1. Строим «след» 
точки M -  пересечения внутренних 
биссектрис AABC (рис. 7).

Рис. 6

При помощи инструм ента «Цен

тральная симметрия» ш— в  относи
тельно точки P строим образы точек A, 
В и точки M, лежащей на к . Устанав
ливаем их принадлежность дуге к1. 
Видим симметричность двух «следов» 
относительно середины P дуги AB, ко
торая не содержит C.
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P + Y 
2

Стороны BP и M'P в ABPM' то-

что M' описывает дугу, из которой об
раз A'B' отрезка AB при центральной 
симметрии с центром в середине P

Y
дуги AB виден под углом 90° + —.

2

Строим дугу к1 как образ дуги к  
при центральной симметрии с цен
тром P (рис. 8).

Рис. 7

Гипотеза: ГМТ, описывающим M' -  
точку пересечения внутренней и внеш
ней биссектрис углов Z C  и Z B  в AABC, 
является дуга окружности, из которой 
образ отрезка AB  при центральной 
симметрии с центром в середине P

Y
дуги AB виден под углом 90° + — .

2

Доказательство. Докажем, что точки 
M и M' -  симметричны относительно 
середины P дуги AB.

Стороны BP и MP в A BPM  равны 
(см. рис. 7), так как Z P B M  = Z B M P  =

же равны, так как Z  PBM' = Z B M 'P  
(BM A  BM' как биссектрисы смежных 
углов). Из равенства MP = M'P следует, 
что точки M и M' симметричны относи
тельно середины P дуги AB. Так как 
центральная симметрия является дви
жением плоскости, то отсюда следует,

Рис. 8

Докажем, что произвольная точка 
X  е к  является точкой пересечения 
внутренней биссектрисы Z C  и внеш
ней биссектрисы Z B в AABC.

Обозначим через C точку пересе
чения прямой PX и дуги к и построим 
AABC. Луч CX  является биссектрисой 
ZA CB  в силу равенства дуг (AP = PB).

Докажем, что луч BX является бис
сектрисой внешнего угла Z B  в AABC.

Обозначим через M точку пересе
чения PX и к . Из условий задачи: луч 
BM -  биссектриса угла Z A B C  (M е k j  
и ZM BX  = 90° (MX -  диаметр окружно
сти), следует, что ZA B X  = ZXBE, т.е. луч 
BX является биссектрисой внешнего 
угла Z B  в AABC.
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Итак, доказали, что произвольная 
точка X  е к[ является точкой пересе
чения внутренней биссектрисы A C  и 
внешней биссектрисы A B  в AABC.

Задача 5. Дан отрезок AB  и точка 
C, описываю щ ая дугу к, из которой 
AB виден под углом у. Найти ГМТ, со
стоящее из ортоцентров AABC, когда C 
описывает дугу к.

Решение. При помощи инструмен-

г ата «Перпендикуляр через точку» 
строим ортоцентр M AABC. Ставим в 
точку M «Оставлять след» и сдвигаем 
точку C по дуге к при помощи инстру

мента «Перемещать» (рис. 9).

ед Перспективи Настройки Инструги

. 0 . О . 4 . Н !АВС щ\V *1
а = 4 у = 63°

Находим длину отрезка CM  при по
мощи инструмента «Расстояние и дли-

и, значит, образ -  дуга, равная дуге 
к. При движении точки С  по дуге к не 
изменяется расстояние OS от центра O 
дуги к до сегмента AB. Сравним длину 
отрезка CM  с длиной постоянного от
резка OS, который связан с отрезком 
AB и с дугой к. Для длины отрезка OS 
устанавливаем зависимость CM = 2OS.

Гипотеза: ГМТ, со ставлен но е  из 
ортоцентров AABC, когда C описывает 
дугу к, является образом к при па
раллельном переносе вдоль вектора 
t = 2OS , где O -  центр дуги, а S -  сере

дина отрезка AB .
Доказательство. Докажем зависи

мость CM = 2OS.
Рассмотрим AOQS и AMBC (рис. 10), 

стороны которых являются соответ
ственно частями оси симметрии и вы
сот в AABC. Треугольники подобные, 
поскольку имеют углы с соответствую
щими параллельными сторонами. Ко-

SQ 1
эффициент подобия —  = —, поскольку 

BC 2

S -  середина AB, а Q -  середина AC. 
Для пары со о тветствую щ их сторон 
треугольников OS и CM  выполняется 
равенство CM = 2OS.

лед Перспективи Настройки Инструм

>  © ❖

а  = 2.4 у = 47°

на» ___ и и устанавливаем, что она не
меняется (!), когда точка С описывает 
дугу к. Поскольку отрезок CM  имеет 
постоянную длину и постоянное на
правление (CM A. AB), то искомое ГМТ 
является образом дуги к при парал
лельном переносе вдоль вектора C M ,

Теперь построим образ дуги к при 
параллельном переносе вдоль вектора
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t = 2OS. Для этого используем инстру
мент «Параллельный перенос вдоль

вект ора»
**

сначала построив

вектор OT = 2OS (рис. 11).

1 ед Перспективи Настройки Инструп

©
— ± Q . А

1 ^ ABC
V

а = 2

'--- V
#

: 2 .4 Y =  47

Остается доказать, что произволь
ная точка X  дуги k1 является ортоцен
тром вписанного в k треугольника.

Строим перпендикуляр к АВ, прохо
дящий через Х. Пусть C -  точка пересе
чения дуги k и перпендикуляра. Таким 
образом, X  лежит на высоте AABC, вы
ходящей из вершины C.

Докажем, что прямая BX перпенди
кулярна AC. Рассматриваем AOQS и 
A X B C, ко то р ы е  п о д о б н ы , та к  как

OS SQ 1
—  = —  = — и Z O S Q  = Z X C B  (углы с 
CX BC 2

соответствую щ им и параллельны м и 
сторонами). Из условий OQ параллель
на ВХ и OQ A. AC, значит BX A. AC.

Таким образом, доказали, что лю 
бая точка X  дуги k1 является ортоцен
тром вписанного в k треугольника.

Задача 6. Дан сегмент AB и точка 
C, описывающая дугу k, из которой AB 
виден под углом у. Найти ГМТ, содер
жащее медицентр (точку пересечения 
медиан) треугольника AABC, когда 
C описывает дугу k.

Реш ение. Последовательно при

меняя инструменты «Середина» 

«Отрезок по двум точкам» У

«Пересечение двух объектов» U= 
строим м едицентр M треугольника 
AABC. Ставим в точку M «Оставлять 
сл ед » . Устан авливаем , что когда C 
описывает дугу k, точка M также опи
сывает дугу окружности и отношение

SM 1 .----- = — сохраняется (рис. 12).
SC  3

Перспективи Настройки Инстру

❖

а>= 3,1 у = 47' 

к

Гипотеза: ГМТ, которое описывает 
медицентр M AABC, когда точка C опи
сывает дугу k, -  это образ k при гомо
тетии с центром S -  серединой отрезка

1
AB и коэффициентом k = —.

3

и
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Доказательство. Образ дуги окруж
ности при гомотетии -  дуга окружно
сти. Точки C, M и S леж ат на одной

MS 1 ,
прям ой и о тн о ш е н и е  -----= — (см.

CS 3

рис. 12).
При помощи инструмента «Гомоте-

тия» I строим образ кг дуги к при 
гомотетии с центром S -  серединой от-

1
резка AB  и к о эф ф и ц и е н то м  к = —

3

(рис. 13).

1  Перспективи Настройки HHCTpyMef

2JI_____ JZI _____ :

а = 3.2 у =47°

Пусть X  е к1. Докажем, что X  -  ме- 
дицентр треугольника AABC.

Строим точку C пересечения прямой 
XC  с дугой к и строим AABC. Таким об
разом, точка X  принадлежит медиане 
CS треугольника AABC. Так как коэффи-

1 SX  1 
циент гомотетии равен —, то —  = —,

3 SC  3

т.е. X  -  медицентр треугольника AABC.
Один из принципов подбора пред

ложенной системы задач заключался в

том, чтобы было очевидным преиму
щ ество использования компью тера 
для их решения. С другой стороны, эта 
подборка задач хорошо укладывается 
в систему организации самостоятель
ного (в том числе дистанционного) 
обучения математике. Систематизация 
задач, решение которых в интерактив
ных средах может быть осуществлено 
более эф ф ективно, чем при тр ад и 
ционном подходе, позволит сделать 
компьютер реальным помощником в 
обучении математике.
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